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1. Einleitung 
31 
In der klassischen elementaren Zahlentheorie ist für die Anzahl Q(x) der quadrat-
freien natürlichen Zahlen :5x die asymptotische Formel 
6 
Q(x) == 7 x + 0(x1l2) 
wohlbekannt (vgl. z.B. [4], S. 83). Mit Hilfe der Theorie der Exponentialsummen läßt 
sich diese Abschätzung zu 
(1) Q(x) == J x+ 0(X1/2 exp(-C(logxl/5 (loglogxr1l5)) 
verschärfen (siehe A. Walfisz [11], S. 192). Weitere Verbesserungen sind unter Annahme 
der Riemannschen Vermutung möglich; das schärfste Resultat in dieser Richtung lautet 
(2) Q(x) == ~ x + 0(X7/22 +E) (€>O) 
(R. C. Baker und J. Pintz [2]). 
In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das analoge Problem für (ganze) Ideale 
:3 =t= (0) eines quadratischen Zahlkörpers K über Q. Ein Ideal:3 heißt bekanntlich qua-
dratfrei, wenn kein Primideal l' existiert, für das :3 durch 1'2 teilbar ist. Es bezeichne 
QK(X) die Anzahl der quadratfreien Ideale:3 von K mit Norm N(:3) :Sx. Unser Ziel sind 
asymptotische Formeln analog zu (1) und (2). 
Dabei legen wir zunächst Wert auf die "Gleichmäßigkeit" der Abschätzung in der 
Diskriminante d von K (eine Fragestellung, die sich im klassischen Fall natürlich nicht 
ergibt). 
Satz 1. Für alle quadratischen Zahlkörper K über Q mit Idl:5 (log xY (a E m+ beliebig) 
gilt 
QK(X) == ~K~2) x + 0(x1l2 exp(-c(logx)1I2)), 
wobei (! das Residuum der Dedekindschen Zeta/unktion ~K(S) in s==l bezeichnet und 
CE m+ sowie die 0-Konstante nur von a abhängen. 
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Für einen fest gewählten Körper K ist eine leichte Verbesserung wie in (1) möglich. 
Satz 2. Für jeden quadratischen Zahlkörper K über Q gilt 
QK(X) = -(!-x+ o (xJl2 exp(-c' (logXyJ/5 (loglogxr Jl5», 
~K(2) 
wobei c' EIR+ und die O-Konstante von K abhängen. 
Unter Annahme der Riemannschen Vermutung für ~K(S) läßt sich schließlich eine 
weitere Verschärfung in Analogie zu (2) erzielen. 
Satz 3. Falls die Dedekindsche Zetafunktion ~K(s) in der Halbebene Re s> t keine Null-
stelle besitzt, gilt (für jedes E>O) 
Q ( ) = -(!-x + 0(:190/73/ + E) K x ~K(2) , 
wobei die O-Konstante von K und von E abhängt. 
2. Einige Hilfssätze 
Lemma 1. Es sei AK(u) die Anzahl der (ganzen) Ideale .J des quadratischen Zahl-
körpers K mit Norm N(:J) 5u. Dann gilt (für jedes E>O) 
(3) AK(u) = (!U + o (UI39/429 + E), 
wobei die O-Konstante von Kund E abhängt. Weiters gilt 
wobei d die Diskriminante von K bezeichnet, und die O-Konstanten nur von E>O, aber 
nicht von K abhängen. 
Beweis. Wegen der Produktdarstellung 
(5) ~ds) = ~(s) L (s,X) 
(vgl. z.B. H. Cohn [3], 5.134), in der X einen reellen primitiven Charakter modulo d 
bezeichnet, kann die Auswertung vonAK(u) aufTeilerprobleme in Restklassen modulo 
Idl zurückgeführt werden. Das Ergebnis (3) folgt dann (wie in [8] im Detail ausgeführt) 
aus einem tiefen Satz von G.A.Kolesnik [5]. Die Abschätzung (4) stammt schließlich 
von R.G.Ayoub [1]. (Der dort gegebene Beweis gilt offensichtlich auch für reelle qua-
dratische Zahlkörper. ) 
Lemma 2. Es bezeichne f1.K(:J) die zum quadratischen Zahlkörper K gehörige Möbius-
sche Funktion (vgl. z. B. (7], S. 295, für ihre Definition und elementaren Eigenschaften). 
Dann gilt 
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wobei Co E IR+ und die 0-Konstante von K abhängen. Für alle quadratischen Körper K 
mit jdj5(log tl (b E IR+ beliebig) gilt gleichmäßig 
(7) MK(t) = O(t exp(-co(log t/12)), 
wobei Co E IR+ und die O-Konstante nur von b abhängen. 
Beweis. Zur Abkürzung sei Dlw) := exp(-cllog w)I12) mit passenden positiven Kon-
stanten Cj' j = 0,1,2, ... Dann gilt bekanntlich (z.B. K. Prachar [9], S.71) für die klas-
sische ,u-Funktion 
(8) M(w):= L ,u(n) = O(wDdw)), 
n5w 
und für jeden reellen primitiven Charakter X zu einem Moduljdj5 (log w l' 
(9) Miw):= L ,u(mJx(m) = O(w D2(W)), 
m5w 
wobei C2 und die O-Konstante nur von b' E IR+ abhängen. (Diese Abschätzung folgt 
nach dem klassischen Muster von [9], S. 71, Satz 5.1., unter Verwendung der Schranken 
für f (s,x) aus [9], S.131, Satz 7.1. sowie des Resultats von Siegel über die "Ausnahme-
nullstelle" in [9], S.144.) 
Nach (5) gilt nun (für Re s> 1) 
00 00 
(10) (~K(S)r1 = L,uK(;J)N(;Jrs = L ,u(n)n-S L ,u(m)x(m)m-S , 
3' n=1 m=1 
daraus folgt nach der "Hyperbelmethode" mittels (8) und (9) 
MK(t) = L ,u(n),u(m)x(m) = 
nm::5t 
= L ,u(n)Mx(*) + L ,u(m)x(m)M( in) - M(Vt)MxtVt) = 
nSVt mSVt 
= 0 ( L * (D2(Vt) + D1(Vt))) + O(tDdVt) D2(Vt)) = O(tDo(t)) 
nSVt 
(für passendes co>O), die Behauptung (7) des Lemmas. Genauso beweist man (6), 
indem man (8) und (9) durch 
(11) max (jM(w)j, jMiw)/) = O(w exp(-cj(log wyJI5 (loglog wrl/5)) 
ersetzt, wobei Cl >0 und die O-Konstante jetzt von X, also von K abhängen. (Zum Be-
weis von (11) vgl. man das Buch [11] von A.Walfisz, insbesondere S.191 und die ent-
sprechenden Resultate über L(s,X) in Kap. V.) 
Lemma 3. Für einen reellen Parameter y sei 
/y(s):= (~K(S)r1 - L ,uK(;J)N(;Jrs 
N(;J) 5y 
definiert. Unter Annahme der Riemannschen Vermutung für ~K(s) gilt dann 
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/y(a+it) = O(y1l2-U+Y/t/E+ 1)) 
für a?~+ E (E>O). 
Beweis. Dieses Resultat wurde für ~(s) von H.L. Montgomery und R.C.Vaughan [6] 
formuliert. Es folgt aus dem Argument in [10], S. 315, indem man die Abschätzung 
(~K(S+ w)rI = O(/Im sl'+ /Im w/E+ 1) 
beachtet (die unter der Riemannschen Vermutung für ~K(S) in Re (s+ w)? t+ E gilt, 
vgl. [10], S. 283) und den Parameter T dort genügend groß wählt. 
3. Beweis von Satz 1 
Es sei x ein großer reeller Parameter, K ein quadratischer Zahlkörper mit Diskrimi-
nante d, /d/s(log x)", und y = y(x) =X1l2 Ö3(X) definiert (mit passend kleinem C3>0); 
alle Konstanten hängen in der Folge höchstens von a ab. 
Aus den elementaren Eigenschaften der Funktion IlK('J) folgt 
(12) QK(X)= L LIlKC])= L IlK(j) + L IlK(j)=:SI+S2' 
N('J):sx 'Jf'J N('])2N(J'):Sx NlJ)2N(J):Sx 
N(j):sy N(j!>y 
Nach Lemma 1, Formel (4), erhalten wir 
SI= L IlK(j)A(xN(jr2)= 
N(j):Sy 
= L IlK(j) ((JxN(jr2 + o ((log x)" xll3+EN(jr213-2E» = 
N(Ji:SY 
=(!X L IlK(j)N(jr2+0(xII3+Eyl!3-2E(logx)a). 
N(j):Sy 
Partielle Summation ergibt aus (7) 
00 00 
L IlK(j)N(jr2= ! r 2dMK(t)=-y-2M K(y)+2 !t-3M K(t) dt= o (y-IÖ(X)), 
N(J!>y y+ Y 
außerdem gilt bekanntlich (J = L(1,X) = O(/d/) = O((log x)"), daher folgt insgesamt 
(13) SI= ~K~2) x+O(X1l2Ö5(X)). 
Andererseits erhält man aus Lemma 2, Formel (7), 
S2 = L (MK(x1J2N(jT I12) - MK(y)) = 
N(j'):sxy-2 
L o (xJl2N(jT II2 Ö6(X)) = o (XII2 o,,(x)). 
N(]') :Sxy-2 
Zusammen mit (13) vervollständigt dies den Beweis von Satz 1. 
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4. Beweisskizze von Satz 2 
Das Argument verläuft wörtlich analog, indem man die Faktoren r5lx) überall 
durch r5j(x) := exp(-ci (log Xll5 (loglog xr ll5) (ci EIR +) ersetzt und von der Abschät-
zung (6) anstelle von (7) ausgeht. Die Konstanten hängen dann von /d/, also vom Kör-
per Kab. 
5. Beweis von Satz 3 
Wir nehmen wieder eine Aufspaltung der Form (12) vor, wobei jetzt allerdings 
y = y(x) = Xl5l1731 gewählt wird. (Alle O-Konstanten dürfen von K abhängen.) Aus 
Lemma 1, Formel (3), erhalten wir (mit" := !~~ ) 
Sl= L I-lK(J)A(xN(Jr2)= L I-lK(J)(pxN(Jr2+ 
N('J):SY N('J):SY 
+ O(xx+, N(Jr2X-2,)) = px L I-lK(J)N(Jr2 + o (xx+'/-2,,). (14) 
N(']):Sy 
Die Summe S2 wird nun nicht durch elementare Faltung, sondern einen Kunstgriff von 
Montgomery und Vaughan [6] abgeschätzt, der auf komplexer Integration und Lemma 
3 beruht. Nach der Perron'schen Formel mit Restglied (z.B. [9], S. 376) gilt (für x - f 
ganz,o.B.d.A.) 
2+iT 
(15) S2= (2nir l f [y(2SnK(S) t ds+ O(rT-1). 
2-iT 
Wir verschieben nun den Integrationsweg auf die Gerade Re s = f + E. Nach einem klas-
sischen Argument (vgl. [10], S. 282) impliziert die Riemannsche Vermutung für ~K(s) 
die Gültigkeit der Lindelöf'schen Vermutung. Zusammen mit Lemma 3 folgt daraus 
[y(2SnK(S) = o (y-lI2 (/t/'+1)) 
gleichmäßig in O;?f+E (s=o+it). Nach dem Residuensatz und einer trivialen Ab-
schätzung der drei Restintegrale erhalten wir daher aus (15) 
S2= pfl2)x+ o (Xll2+Ey-1I2) 
(mit neuem E>O), wenn T= T(x) genügend groß gewählt wird. Zusammen mit (14) und 
(12) beweist dies Satz 3, indem man die Definitionen von ",y undfls) einsetzt. 
Zusatz bei der Korrektur: In neuester Zeit haben H. Iwaniec und C. J. Mozzochi die 
Abschätzung beim Kreis- und Teilerproblem zu o (U7/22 + , verschärft; analog läßt sich 
(3) verbessern. Dies ergibt dann in Satz 3 das Restglied O(X15/38+,. 
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